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3 Lineare Unabhingigkeit von Vektoren
3.1 Linearkombination

3.1.1  Wiederholung der Definition

Ein Vektor v der Form v =A,q, +A,d, +...+ A, a, mit A, A,,..., A, €R heiflt Linearkom-

bination der Vektoren a,, a,,...; a,.

n

3.1.2  Aufgaben

1. Untersuchen Sie, ob sich ¢ =| —74 | als Linecarkombination von a =

8
-2
2
b =| 34 | darstellen lisst.
—11
c=h-d+pu-b
8 2 2
74 1=A-| 4 |+pu-| 34
-2 -5 —11

(1) 8=2-A+2-pn

2) -74=4-1L+34-pn

3) -2=-5-A-11-p

(1) 2-A=8-2-pn
A=4-pn

2) -74=4-4-pn)+34-pn
-74=16—-4-n+34-n
-90=30-p
u=-3

(1) A=4+3
A=7

3) -2=-5-7-11-(-3)
-2=-35+33
—-2=-2  (wahre Aussage)

Antwort: ¢ =7-a—-3-b
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21 2 -1
2. Untersuchen Sie, ob sich ¢ =| —23 | als Linearkombination von @ =| —1 | und b =| 3
99 19 6
darstellen ldsst.
c=Ah-d+u-b
21 2 -1
=23 |=A-|-1|+pn-| 3
99 19
(1) 21=2-A—p
(2) =23=-A+3-p
(3) 9=19-A+6-pn
(1) p=2-1A-21
(2) -23=-A+6-A—63
40=5-1
A=8
(1) pn=2-8-21
u=->5
3) 99=19-8+6-(-5)
99 =122  (falsche Aussage)
-2=-35+33
—-2=-2  (wahre Aussage)
21 2 -1
Antwort: ¢ =| —23 | lasst sich nicht als Linearkombination von @ =| -1 | und 5 =| 3
99 19 6
darstellen.
2 2 1
3. Untersuchen Sie, ob sich Z =| — 1| als Linearkombination von a =| 1 |, b=|0]|und
0 -1 1

3
¢ =| 2 | darstellen ldsst.
2

Antwort: Z=ad +3b -
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2 2 1
4. Untersuchen Sie, ob sich w=| —1 | als Linearkombination von a =| 1 |, b=[0|und
8 -1 1
3
¢ =| 2 | darstellen lasst.
2
3.2 Kollinearitit zweier Vektoren
3.2.1 Aufgabe
2 -3
Es ist zu untersuchen, ob sich g =| —3 | als Linearkombination von b= 4,5 | darstellen
10 —-15
lasst.
b=c-d
-3 2
4,5 |=c-| -3
-15 10
(1) -3=2-0
3
c=——
2
3
@ 45=-2(-3)
4,5=4,5 (wahre Aussage)
3

3) —15=-=:10
3) 5

-15=-15 (wahre Aussage)
h-->.d
2

Die Vektoren @ und b sind parallel. Parallele Vektoren bezeichnet man auch als kollinear o-
der linear abhédngig.

Folgerung:

h-->.d
2
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nicht-triviale Nullsummen

Aber auch:

0-@+0-b=0 triviale Nullsumme

3.2.2  Definition der linearen Unabhéngigkeit zweier Vektoren

Zwei Vektoren @ und b heiBen linear unabhingig, wenn die Gleichung A -ad + - b =0 nur
fiir A = =0 erfiillt ist. Anderenfalls nennt man die beiden Vektoren linear abhéngig, kolli-
near oder parallel.

323 Ubung1

12 30
Es ist die Kollinearitit der Vektoren @ =| —14 | und b =| — 35 | zu untersuchen.
8 20
A-a+p- b=0
12 30 0
Al =14 |+p-|-35]|=|0
8 20 0

(1) 122 +30p =0

(2) —140-35u=0

3) 8h+20u=0
20u = -8\
n=-0,41

(1) 12A =121 =0

0-A=0 (wahre Aussage)
() —14A+141 =0

0-A=0 (wahre Aussage)

A ist beliebig, also insbesondere A # 0 wihlbar. Somit sind @ und b kollinear, also linear ab-
hingig.
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32.4 Ubung2

2 -3
Es ist die Kollinearitit der Vektoren @ =| —3 | und b = 4,5 | zu untersuchen.
10 20
A a+},t-l;=6
2 -3 0
Al =3|+un-14,5(=(0
10 20 0
(1) 20 -3u=0
(2) -3A+4,5u=0
(3) 10A +20u =0
10A = -20u
A=-2pn
(1) —4u-3u=0
n=0
3) A==-2-0
A=0
(2) -3:0+4,5-0=0  (wahre Aussage)

Es gibt keine nicht-triviale Nullsumme. Somit sind ¢ und b nicht kollinear, also linear unab-
héngig.

33 Komplanaritit dreier Vektoren

3.3.1 Aufgabe

2 6
Es ist zu untersuchen, ob sich ¢ =| —9 | als Linearkombination von g =| —12 | und
—11 -18
4
b=| 2 | darstellen lisst.
-2
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S

ol
I
w |
Q
|
|~

Damit liegen die drei Vektoren in einer Ebene. Solche drei Vektoren bezeichnet man auch als
komplanar oder linear abhéngig.

Folgerung:
¢ = 2. a— 1 b
3 2
6-¢=2-G-3-b
2:a-3 'b: 6:¢=0 . nicht-triviale Nullsummen
8-a—12-b-24-¢ =0
usw
Aber auch:
0-a+0-b+0-¢=0 triviale Nullsumme

3.3.2 Definition

Drei Vektoren d@, b und ¢ heiBen linear unabhingig, wenn die Gleichung
A-a+p- b+v-¢ =0 nur fiir A = p=v =0 erfiillt ist. Anderenfalls nennt man die drei in ei-
ner Ebene liegenden Vektoren linear abhédngig oder komplanar.

333 Ubungl

6 4 2
Es ist die Komplanaritit der Vektoren a =| —12 |, b=| 2 |und é=| —9 | zu untersuchen.
-18 -2 —-11
3.3.4 Ubung2
6 4 2
Es ist die Komplanaritit der Vektoren a =| —12 |, b=| 2 |und é=|-9 | zu untersuchen.
-18 -2 15

Es gibt keine nichttriviale Nullsumme.

Aber es gilt: 0-a+0- b+0-¢=0 (triviale Nullsumme)

http://www.super-nowa.de 23.10.2007



3 Lineare Unabhéngigkeit von Vektoren Geometrie
I. Vektoralgebra: Das Rechnen mit geometrischen Vektoren
Seite 7 von 9

34 Verallgemeinerte Definition der linearen Unabhiingigkeit

Die Vektoren v, V,, ..., v, heilen linear unabhéngig, wenn die Gleichung
A,V + A, Y, + ...+ A, -V, =0 nur fiir A, =A, =...=A, =0 erfiillt ist. Anderenfalls nennt
man die Vektoren linear abhéngig.

3.5 Aufgaben und Ubungen
3.5.1 Aufgabel

Die gegebenen Vektoren sind auf lineare Abhéngigkeit zu untersuchen.

2 -5 1
i=|11|,b=4|,é=|-2
3 ] 5

-2 -5 1 0
A 1 [+u| 4 |+v|-2|=]0
3 1 5 0

(1) —24-5u+v=0

2) A+4u-2v=0

3) 34+u+5v=0

(1) v=24+5u

(2) A+4u-2-(24+5u)=0
A+4u—44-10u=0
-3A-6u=0
-31=6u
A==-2u

(1) V:2-(—2,u)+5,u
v=—4u+5Su
V=H

(3) 3-(—2u)+pu+5u=0
—6u+pu+5u=0
0-u=0
1R beliebig

Die Vektoren sind linear abhidngig und damit komplanar.
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3.5.2  Aufgabe 2

Die gegebenen Vektoren sind auf lineare Abhédngigkeit zu untersuchen.

1 2 4
i=|-3|,b=|-1|,¢=| 3
2 ] -1

1 2 0
A3 |+pu|-1|+v- 3 |=|0
2 1 -1 0

(1) A+2u+4v=0

2) -31-u+3v=0

3) 2A+u-v=0
v=21+u

(1) A+2u+4-(24+u)=0
A+2u+81+4u=0
9A+6u=0
6u=—-94

(3) v=21->2

(2) —3/1+§/1+§/1 =0
2 2

0-4=0
A €R beliebig

Die Vektoren sind linear abhidngig und damit komplanar.
3.5.3 Aufgabe 3

Die gegebenen Vektoren sind auf lineare Abhdngigkeit zu untersuchen.

4 -7 3
i=|-2|,b=l01,c=|5
3 2 -6
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4 -7 3 0
A 21+u-| 0 |+v-] 5 |=|0
3 2 —6 0

(1) 44-Tu+3v=0
2) —21+5v=0
(3) 3A+2u—6v=0
(2) 24=5v

5

A=—v
2

(1) 4-§v—7y+3v:0
10v—-Tu+3v=0
Bv-Tu=0
Tu=13v

=—v
a 7

3) 3~§v+2-2v—6v=0
2 7

0
(1) #=0
2) A=0

Die Vektoren sind linear unabhéngig.
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